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a1. 整数 2008 
al-2. 有理数 2007 
a3. 暗号理論と整貌命 2006 
A1. 数と方程式 2008 
A1-2. 平方根の連分数展開について 2012 
A2. 離散な数列と連続な関数 2009 
A2-2. 2: K~4 と ß分求樹去 2011 
A3. 寵換と正多面体群 2007 
A3-2. 1次変換の線形性 2008 
an1. 2元1次方程式とその応用 2007 
an2. 合成関数とグラフ 2009 




ゐ1. 2次関数 2007 
必11-2 2次損数 (2) 2009 
必11-3 和や積のグラフ 2010 
An1-4. 国で証明する三角関数の性質 2013女
必12. 円周率の近似 2007 
An2-2. 三角関数表を作る 2006 
お12-3. 加法定理から導き出される多項式 2006 
ゐ12-4. 三角関数の和と穣の罵期 2011 
g1. 四角形の合同条件 2008 
gl-2. 作図の教材 2009 
gl-3. 四角形の性質(包含閥系) 2010 
g1-4. 正多面体の面相互の作る角 2012 
g1-5. 三平方の定理 2013大
g2. チェバ・メネラウスの定理 2007 
g3. 立方体の切断 2007 
g3-2. 反転法 2007 




(例) an2. 合成爵数とグラフ 中学2年の明特別
以下大の教材を言説安する。
G1. 四面体の幾何 2008 
Gl-2. デカノレトの円定理 2009 
G1-3. 正多角形と新棄な正方形の作図法 2013女
G2. 正17角形の作図 2008 
G2-2. ベクトノレの内積と方ベきの定理 2011 
s1. 統計の基本 2006 
s2. 標準偏差・近似臨線 2006 
s3. 正規分布と標準化 2006 
s3-2. シミュレーションによる授業 2006 
S1. 回帰事線，相関係数 2007 
Sl-2. 数思統言十学入門 2009 
S2. 残お滑によるデータ系列の関係 2007 
S3. 主成分分析入門 2007 
S3-2. 正規分布の平均の推定 2008 
d1. 自摂教の和，平方数の和，立方数の和 2007 
dl-2. 『数える』 2010 
d2. グラフや図形の移動・変形 2006 
d3. 2次関数の接線 2006 
d3-2. 面積・体積 2006 
d3-3. 最大・最小 2006 
d3-4. 放物線で固まれる面積 2013大




D3. 包絡線(その2) 2006 
D3-2. 微分方程式 2006 
D3-3. 微分方程式の応用 2006 
D3-4. 関数のグラフの描画法 2008 
D3-5. 曲線と面積 2008 
Of. 4元数を高校数学へ 2007 
02. 有限世界の数学 2007 
p2. 身近な確率・連続変量の確率 2011 
Pf1. 組合せの確率モデ、ノレ 2007 
Pf2. EBIと確率・統計 2007 
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AE= BE = 2J玄，どEAH= LEBD = 300 
であるから，

























4 x 4 + 2 x 4 = 24であるから，
JK= KL =山口問=216…②
①，②より，






























BQ = BMsinα= sin2α 
MQ = AMsinα= cosαslnα 
したがって，
CP = sin2α= 2cosαslnα 








sin(α+ s)ご slnαcoss+ cosαsins 











図で、，どBOA=α，どCOB= s，どOBC= 900 
とし，CからABの延長に下した垂線をCDとする。
どCBD=どOBD-どOBC




OA = cosαcoss， AB = sinαcoss 
CB = sinsより
BD = cosαsins， CD = sinαsins 
どAOC=α+sであるから，
sin(α+s) = AD= sinαcoss + cosαsins 













OC=lとすると， BC = sinsより
BE = sinstanα， OE = cos s -sinstanα 
よって，
OH = cos(α+ s) 
コ (coss -sinstanα)cosα 















? ?? ?? ? であるから，
CH = sin(α+ s) 
rv __.......ρsin2αslns ， sins = Slnacosρ 一 十一一一一一一
cosαcosα 











AB= cosα ， BC = sinα， 
AD= coss， DC = sins である。
また，円周角の定理より，どDOB= 2(α+s)であ
るから， 0からDBに垂線OMを下ろすと，
DM = ODsin _1CySL=主sin(αリ)


















sin a + sin sコ 2sin今立ω 今企
《アイデア3.4}(余弦の加法定理のみ)
B ?












図のムABCにおいて， OA=OB=l，どC= 900 と
し，0からAC，BCにおろした垂線をそれぞ、れOH1，
OH2とする。どAOH1=α，どOBH2=sとすると，
AHl = sinα ， H1C = OH2 = sins 
BHz = coss， HzC = OH1 = COSα 
したがって，


























OH1 = cosα ， OHz = coss 
































Sln乎=cのとき，2π Sln -7 _α， 
をそれぞれとると， OA1 = OA2 = OA3 = 1だから
OP1 : OA 1 = 1 : S in与より OP1= l_ 
iα
OP2 : OA2 = 1 : sin子より O九ごす
OP1 : OA 1 = 1 : S in年より OP3= l_ ， c 
1 . 1 1 -十一二ーであることを示せo




L_P2'OP1' =どOP1'P2'=子より OP2' =P1'P2' 
どR叫=L_P1'P30 =予 OP1' = P1'九
よって，





























1 1 1 
一一一 -
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1 . 1 ， 1 
-bc=-(α+ b +c) x二(-α+b+c)
2 2 




























































ここで， B C2C2 D=αx -一一，
a- α 
b2 b2 DC=αx ---~ =ー でーあるので，
α一 α
ムDABにおいて， AB: DB=c:三=α.c ， 
α 




ムA'B'C'はど~A'=900 となるため，註角三角形である. ムABD∞ムCADとなるので， ζADBニζCDA，
どこADB+どこCDAニ1800 なので，































が =(2α+1)十{2(α+1) + 1}を見つければよい.





.52 = 25 = 12x2+1より 52+ 122 = 132 
. 62 = 36 = (8 x 2 + 1) + (9 x 2 + 1)より
62+82=102 
.72 =49=24x2+1より 72+242=252
. 82 = 64 = (15 x 2 + 1) + (16 x 2 + 1)より
82 + 152 = 172 






































s=ニゾs(s-ゆ -b)(s -c) . . (*)
の形まで菌数分解する計算は， s = (α+b+c)/2と
おくことも含めて，結果ありきである印象がぬぐえな
い.また，複雑な代数的な計算が入るため， s， s-αう

















































































線 BC，CA， ABに下ろした垂線の足を KαぅKb，Kc 
とおく.このとき，
α+b十 c
αニ BC，bニ CAぅ c=ABぅ 8= 2 
アニ(ムABCの内接円 Iの半径)う












(a) AHb = AHcぅ BHα=BHc， CHα = CHb 
(b) AKb = AKc 
(c) BKc = BKαぅ CKb= CKα 




(7) 5 = vsrsーα)(8-b)(8 -c)を示せ
略解




(3) (a) AHb = AHcぅ BHc= BH削 CHα = CHb， 
Sニ AHcート BHα 十 CHbより，)1慎に 8αう
8-bう 8 C. 
(b) 2AKb = AKb十AKc= AC+CKα 十KαB
トーBA= 28より， AKb = 8. 
( c)BKc = AKc -AB = 8 -C.伺様に，
CKb = 8 -b. 
( d)HbKb = AKb -AHb = 8 (8 -α)=α 
また， HαKα=IBKα-BHαi 
ニ 1(8-C)-(8-b)1 Ib-cl. 
μ) 5 = 6BCI十ム凹+ムABI=牛=r8 
(5) 5 =ムABIA十ムACIAームBCIA= r・A(8-α) . 
(6) LIBIA = 900 より，ムIBHα∞ムBIAKα なので，
γ:BHα=BKα: rAより， r・A= BHα.BKα= 
(8 -b)(8 -c). 
(7) 52 = 5. 5 なので， (4)-(6)より， 52 = 
8(8 -α)rrA口 8(8-α)(8 -b)(8 -c). よって，










zとおいて， 2(x+y+z) = 28， x+y口 c，y + z = 
αぅZ十x=bを利用して，代数的に解いていた.略解
のように， 8を幾何的に 8= AHc +BHα+CHbと捉





性により AKc= AB+BKα とAKb= AKcに気付く
と，略解のように 2AKb= 28が得られる.実際の授
業では， iAKbだけで考えても難ししリというヒントに































直接，ヘロンの公式を用いると， BC = v'I3， CA = 
ゾ"5+ y'lo + VI3 
y'lo， AB = J5より，Sニ 2 なので，
ムABC=
ゾ吉十VI5+ vf:i3 -J5 + VI5 + vf:i3 




S= .)α+b十 c -α+b十Cα -b+c α+b-c









s= .jα+b+c -α+b+c α-b+c α十b-C ⑪ 
V 2 2 22 '-/ 
=jシゾ川÷吋Cの)(←一α+bい十れC仰一bい+れC仰 +b一Cの) ① 
1;ドゾ仰
:jシゾ仙p科ん十打Cρ2)戸2一肘十山4勺) ③ 











































































I Fp~ 41右の註方体において， ケ¥¥/ペ
ムABCの面積をSとおく.こ ~ ーーf.~B
のとき，次に答えよ. ….1メ二一-------1/




jJ4(m2 川 )(η2川)一 川 + η2 十η2 十k2 -(伏kμ2+刊吋叫ηポ的2勺)
=;ゾm叫 m2k2+仇 2
(2)図2と同様に，
円 (1 1 _ 1_ ¥ 
s = k~ -I ~mn 十 :;-nk ト ~kml¥2 2.2 ) 















m > 0， n > 0， k = m+mα之、1m2+ n2， 












固臨時において， 3}~ 0ゅう 0)，A(α1 
B(cぅd)を頂点とするムOABの面積を仏 bうc，dの式
で表せ.
略解 OA ニ d可否EうOB= vc号 d2うAB= 
v(α_ C)2 + (b _d)2なので，ヘロンの公式③より，
ムOAB = ~J40A20B2 _ (OA2十OB2_ AB2)2 
|αd _ bcl 
















iXo・α_YO' 1 J ム =ムOAB=zdEτ五・d
|αXo _ yol より d = ----v一一ーである.、/α2十 1
1αXo _ Yo + bl(2)平行移動で (1)に帰着させ，d = ~ l 
(3) (i)点Aが直線上にあるとき: d = O. 
(i)点Aが直線上にないとき:
b チ 0のとき， (2)の結果を利用して，
d=lαXo + byo + cl-
d可否E
C 
b = 0のとき，直線はx-一一 (α チ0)なので，
α 
1_ (C¥ 1 1αXo + O. Yo十cld = Ixo _ト--=-) I = ----v .十でて
I ~ ¥αノi ゾα2+ 02 





PF = (点?と直線fとの距離) . . (*) 
をみたすような点P(xぅy)の集まりのなす図形の方程
式を求めよ.


























略解 (1)間 7の結果より，放物線 Uニ x2の焦点
は 10ぅ~)，準線はy=-1である OF = 1ょ¥ -， 4 } ' ... -v 4 
I v3 1 ¥ r=-
り FIニニ司ー ト R: ゾ3x+ν+一=0である.¥ 8 J 8 J J • _.- • v 
(2)間6(3)の結果より，放物線上の点P(xぅy)は
(;¥2/2ldz+U+ll J(x一一 1+トヱ l 
V ¥ v 、
をみたすので，両辺を 2乗して整理すると，
















A ヘロンの公式の証明(傍接円)2.70 (0.981) 2.69 (0.863) 回(1)放物線と直線の決定 3.77 (0.674) 2.81 (0.967) 
B.へロンの公式の式変形 2.92 (0.921) 2.32 (0.894) 
C.=角形の面積の公式(座標) 3.12 (0.944) 2.60 (0.929) 
D.点と註線との距離 2.79 (0.996) 2.59 (0.941) 
E グラフの平行移動 3.15 (0.887) 2.60 (0.843) 
F.グラフの拡大・縮小 2.93 (0.888) 2.50 (0.827) 
G.複数のグラフの和集合 2.48 (1.063) 2.66 (0.945) 
H.複数のグラフの共通集合 2.48 (1.063) 2.60 (0.930) 
1.放物線の定義(焦点等) 2.68 (0.906) 2.72 (0.876) 
J.放物線の回転 2.31 (0.889) 2.70 (0.898) 
K.放物線の相似(平行等) 2.77 (0.883) 2.56 (0.844) 
L. 2次関数の演習問題 2.99 (0.870) 2.98 (0.928) 










グラフ y= f(x)に対して，y -q = f(x -p)， 





件 f(xぅy)= 0またはg(xぅy)= 0， 
If(xぅy)1+ Ig(xぅy)1= 0φ f(x， y)= 0 = g(xぅy)








(2)三角形の面積の2等分 3.63 (0.725) 2.83 (0.951) 
(3)放物線と直線の交点 3.14 (0.796) 2.88 (0.910) 
回(1)グラフの拡大，和集合 2.61 (0.870) 2.68 (0.967) 
(2)放物線の回転 2.26 (0.780) 2.64 (1.020) 
回(1)放物線と正八角形の関係 3.21 (0.940) 2.92 (0.924) 
(2)正八角形と直線の方程式 2.91(0.931) 3.00 (0.903) 
(3)等積変形 2.43 (0.744) 2.94 (0.916) 
回 放物線と定点を通る直線 2.47(0.955) 2.60 (0.880) 
回(1)ヘロンの公式の式変形 3.29 (0.893) 2.47 (0.971) 
(2)へロンの公式の応用 3.09 (0.892) 2.54 (0.932) 
(3)有理数の性質 3.04 (0.948) 2.48 (0.990) 














り， A， BのZ座標はそ / 一10αI 2 X 
れぞれ一1，2で，痘線
ABの傾きはjである また，直/線ABとU軸との






























「で寸 x2 + 2 141 xチlのとき，t ニ一一一ーとおく • xが1を










ド(2as)2 仙 s2一千)2 である
(1) SをαぅbぅCの式で表せ.









国(1)(I~I+I 引- 1) ( x2十U2-122}¥131 . 141 ノ¥.. • v 25 J 
I / 寸"2 /司"2 x+Y+~1 
(2)υ (xー ム)+ (y一二) = J 広 ~I¥1 ¥ 16 J .¥ u 16 J . jヨ
(仲 x2一2…2一1Z一Lu . u 2 2υ 
(1 ¥ I ，/2 1 ¥ 回 (1)Aド)， B (ど i\2'~)' ~\ 2' 2J 
ル山りx+平 (3)ぺ
田正 -2-2~， -2+2~ 壬 t
回附=jゾ九九
2αb+ b2 
(2) Sニ 2 (3)2つの有理数の和・差・
積・商(分母Oは除く)はまた有理数となる.ゆえに，














































































































































































































間1より a: b=l : (1+ .j5)/2だから
ON=(1+.j5)/4 
ムOBNにおいて三平方の定理より
( 1~門 (aì2 "1 2 . _2 山 d1+4./5 r +(H = l' :. a' = 
4 J ¥2) 4 




4a2 =10-2.j5 より (2a)2 = (.j5 _1)2 + 22 









i) f!_上に MP二OA(ニ1)となる点 Pをとる.(OP二
.j5 12) 
ii)OP上にPR=OM(二1/2)となる点、Rをとる.(OR 


































































~ 4~5 ~ 2./5 Ud:.g 4 
この値の線分を作図するために 次の変形をする. 
.J5_ I 1 .J5 1/5三石
2 "v/5コマ5 2-~ .J5 
zf×マjz×J日
す×♂x~広2.J5①
ここで， m=長三石=~(.J5 +1)2_12 とすると











!をとる.CGI=)(J5 +1)2 _12二 m)
iv)IGの延長上にGJ二 1となる点J，線分GI上にGK
=1となる点Kをとる. (lJ二 m十七 IK=m-1) 
v)IJを直径とする円をかき，円周上にlk二iしとなる点し
をとる.CJL二 -J(m+ 1)2 -(m _1)2 ) 
B 
vi)LJの延長上にJM=Jしとなる点Mをとり，L乙LMN
二 900 ，MN二Jしとなる点Nをとる.CNL=J5 Jし〉
vii)Nしの延長上にLP二Jしとなる点Pをとる.CNし:LP












































この長さ ~2~3+2 .jj は，
.J2 x)~3+2.J2 =.J2 x~~ふ1f
=.J2 x~.J2 +1 
これを次のように式変形する.
m=守 (ニsm?とおき





























/ブ I I・， グぎの円
〆Fム IJ ¥λ¥ 
/ノ¥下三:
:B DlJ QI 




































































































































































































































































































































































































分を、 y轄に平行な醜 x=f (k=L23， )で分
割する。 nが大きいとき、
1 ( 11 ¥ 2 12¥ 2 13¥ 2 1η一 1¥ 2 /1'ηl¥. 2¥ 
一i什i一i十i一I+1一I+"，+1一一一一i十i一II 
η¥ ¥ηノ ¥ηノ ¥ηノ ¥η ノ ¥ηノ/
=+中占シ(ο1子れ山2斗+は2山
η(η 十 1)(2η+1) 1 1 1
門







k-l k n-2n-l1 X 




k-l k n-2n-1l X 































。 t t+L1t x 










211(い~' /'} • ~ド=一寸す) {ロ2i的(οi一1)+ 1り} 2ηiηポ2 I ん“ ιd
1 (2 '1 
= 
2n3l3"(π-l)n(η+ 1) + nJ 
2η2 + 1 1 
6n2 →三
図の台形部分をT'，Tとするとき，
T2j(t十日t))((t + Llt)2 -t2) 
1 _ 




T' (2t + Llt)2 【 At2
T 2t2 + 2tLlt十Llt2 - 2t2十2tLlt十Llt2
であるから，dtを微小なE鴎をだと考えれば，
T':T = 2: 1 
である。




















ム 1(1 I 5¥ .， _ 7 
口形ABCD= :-1'; + ~ 1 . 1 = ~ 2 ¥2 . 4) - 8 
7 2 1 1 








































T=2α かつT寸(1-S) . 2 
が成立する。ここで、α=:-Sより，







































































Bの面積を相似比2倍で拡大すると， B'となり， B' 
を垂直方向に2倍に拡大すればSとなるので， 4B=B' 






1/1 3¥ 1 1 
・ー-. -ー -'--'---開聞.倫綱刷
2 ¥4 -4J 2 4 
であるから，求める面積Sは
1 1 


















6 1 1 








x2 = (x-~) ~ + (x-~) 






1 1/3 1 ¥ 1 1 






































次の図のように，庖線 y=xと放物線 y口 x2で閉
まれる部分を三角形で分都することを考える
1 :よ











y = X2 
y = (X -1)2 …② 
y = -2x(x -1)…③ 
¢沼渇の右辺をすべて加えると，








このとき，直線 y口 X と放物線 y= x2で固まれる
部分の面積をTとすると，
T = (~) ~ + 2 (~) ~ + 4 (~) ~ + 8 (占)-+ 
=話)~ + ~ (~) ~ + ~ (~)→(占)十
→(~)+~(~)~ +~(~)~ +~(~)~ + 





























2 + c2α2+(α+ 2k)2 
d=一一一一一= =α2十2kα+2k2 
2 2 
BD = d -b2 = d -(α+ k)2 = k2 
従って，




まず，次の図のように，放物線 y口 x2 の










の足をB。とし，んを y= x2 とx= (Bηのx康問







S=S1 + 2S2 +4S3十・・・+2ル1Sη
によって近似され， η→∞を考えることにより，



















= (~) + (~) L + (~) ~ + (~) ~ + 
つ誌エ(~) • (~)~-



















図のように y= (x -1)2 ， Y = (x _ ~)2 ， 
















= (~) + (~)~ + (~)J + (~)十
つ弘エm.m^-
21J(1-(~)); 
ここに取り上げた，⑬・⑬・⑫の計算で出てくる， r初
項j公比jの無関設数jは放物線で屈まれる部分の
面積の近似式であることが分かる。いずれも接線と放
物線で、屈まれる部分をカバリエリの原理によって面積
を捉えている。とても興味深い結果である。
以上のように大きく 4つに分けて証明の方法を紹介
した。他にも提案された証明はいくつかあるのだが，
基本的な考え方がここに紹介したものに類するものに
関しては割愛した。
中学代数の授業において，中学1・2年次に本校で、
開発された耕オを様々な場面で利用し，中学3年の最
後にこの面積の問題を取り扱った。それまで、に培った
アイデアと，新しい発想、で前首撤し，証明にチャレ
ンジしてくれた。証明に使える道具はそれほど多くは
なし1からこそ，生まれた証明も数多く見ることができ
る。一つの誌明を紹介すると，それを発展させた証明
を考えてくる生徒も多く，授業でも盛り上がって楽し
んで取り組んでくれた。
扱っている題材としてはとてもシンプルであり，定
積分を学習した高校3年生にとっては当たり前の結果
である。しかし，その当たり前の単純な証明だからこ
そ，時間をかけて深く考えさせることでこれだけ沢山
の証明を引き出すことができた。ここで挙げられた証
明に使ったアイデアは，それぞれが高校・大学への数
学に繋がっているD 微分積分への応用だけではなく
色々な場面で応用が期待できる発想、である。
(2013 三井田)
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